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¿Ten´ıa Fermat la solucio´n? Una demostracio´n
elemental de su U´ltimo Teorema
Miguel Antonio Marano Calzolari
3 de junio de 2020
En el volumen 9.3 (2006) de LA GACETA de la RSME aparece el problema 66 de la
Seccio´n PROBLEMAS y SOLUCIONES, presentado por M. Benito Mun˜oz, I.E.S. Sagasta
y Juan Luis Varona Malumbres, de la Universidad de La Rioja, Logron˜o. La resolucio´n
de este ejercicio pasa por aplicar un caso particular del U´ltimo Teorema de Fermat para
exponente 3. Concretamente, la diferencia de dos cubos de enteros consecutivos no puede
ser el cubo de un entero, salvo para el caso trivial. Escribimos esta ecuacio´n de Fermat
como
(n+ 1)3 − n3 = (j + 1)3,
con n y j enteros positivos.
Al principio de este art´ıculo se da una prueba muy simple de este resultado negativo.
Pero resulta que su me´todo de resolucio´n funciona tambie´n en el caso general. La de-
mostracio´n es esencialmente la misma, so´lo hay que agregar algunos resultados conocidos
sobre ciertos polinomios, muy estudiados en la literatura. Es de destacar tambie´n que aqu´ı
no se usa ningu´n resultado auxiliar, ni siquiera los ma´s ba´sicos. Se llega directamente a
una contradiccio´n de la ecuacio´n en el conjunto de nu´meros enteros.
La ecuacio´n de Fermat de arriba se puede escribir
3(n− j)(n+ j + 1) = j3.
Luego el miembro de la izquierda es un producto de dos cubos. Supongamos
3(n− j) = j31 , n+ j + 1 = j
3
2 , j1 j2 = j. (1)
De aqu´ı n tiene que ser mu´ltiplo de j1 de modo que j + n = j1 j2 + n = j
3
2 − 1 es
tambie´n mu´ltiplo de j1. Igualmente, n + 1 es mu´ltiplo de j2.
Suponemos que j1, y por lo tanto tambie´n j, es mu´ltiplo exacto de 3
3, es decir, es
mu´ltiplo de 33 pero no de 34. Bajo esta suposicio´n, n − j es mu´ltiplo exacto de 38 y as´ı
1
resulta que n + j = n− j + 2j = j32 − 1 = (j2 − 1)(j
2
2 + j2 + 1) es mu´ltiplo exacto de 3
3.
Escribimos
j2 − 1 = x j1i (2)
j22 + j2 + 1 = z j1d,
donde
j1i j1d = j1. (3)
De la discusio´n anterior sigue que ni x ni z son mu´ltiplos de 3. Por otro lado, observar
que
MCD (j2 − 1, j
2
2 + j2 + 1) = 3,
por lo que x y j1d son coprimos, es decir, MCD (x, j1d) = 1. Como j
3
2 − 1 es mu´ltiplo
exacto de 33, es fa´cil ver que j2 − 1 es mu´ltiplo exacto de 3
2, y as´ı j1d es mu´ltiplo exacto
de 3.
Multiplicando por j1d ambos miembros de (2) y elevando al cubo queda
j31d (j
3
2 − 3j
2
2 + 3j2 − 1) = x
3 j31 ,
y teniendo presente (1),
j31d(n + 1 + j − 3j
2
2 + 3j2)− j
3
1d = 3x
3 (n+ 1)− 3x3 j − 3x3.
Luego, teniendo en cuenta que n+ 1 y j son mu´ltiplos de j2,
3x3 − j31d = c j2 (4)
para algu´n entero c mu´ltiplo exacto de 3. Queda
c j2 = 3x
3 − j31d = c j2(n+ 1)− 3x
3 j − j31d(j − 3j
2
2 + 3j2).
Luego
c j2 n = 3x
3j + j31d(j − 3j
2
2 + 3j2),
y usando (4),
c j2 n− c j2 j = j
3
1d(2j − 3j
2
2 + 3j2).
Por (3), la primera y tercera ecuacio´n de (1), y (2), sigue que
c
3
j31i = 2j1 − 3(j2 − 1) = 2j1d j1i − 3x j1i,
es decir,
c
3
j21i = 2j1d − 3x.
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Como j1d y x son coprimos existen enteros a y b, tambie´n coprimos y con el mismo signo,
tales que
a j1d − b x = 1. (5)
Luego, llamando k a c
3
j21i, sigue que
k = 2j1d − 3x = a k j1d − b k x. (6)
Se deduce que
(a k − 2)j1d = (b k − 3)x.
Los pare´ntesis no pueden anularse porque k es mu´ltiplo exacto de 34. Por ser j1d y x
coprimos debe valer que
j1d = b k − 3 y x = a k − 2.
Sustituyendo en la expresio´n del medio en (6),
k = 2(b k − 3)− 3(a k − 2) = k(2b− 3a).
Es decir,
2b− 3a = 1.
Por (5),
2b− 3a = a j1d − b x,
y sigue que
b (x+ 2) = a (j1d + 3),
lo que implica las igualdades
a = x+ 2 y b = j1d + 3,
puesto que a y b son coprimos, y finalmente sustituyendo en (5) se obtiene
1 = (x+ 2)j1d − (j1d + 3)x = x j1d + 2 j1d − x j1d − 3x = k =
c
3
j21i,
contradiccio´n porque k es mu´ltiplo exacto de 34.
En el caso 3(n+ j + 1) = j32 la demostracio´n es similar.
Consideremos ahora la ecuacio´n
(n+ h)p − np = (j + h)p, (7)
donde p es un primo mayor que 2, MCD (n, h) = 1, y n, h, j enteros positivos. En la
notacio´n cla´sica, xp+yp+zp = 0, podr´ıa ser, por ejemplo, −x = n+h, y = n, y z = j+h,
de modo que x+ y + z = j.
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La expresio´n (n+h)p−(j+h)p−np+jp es mu´ltiplo del producto p h(n−j)(n+h+j).
Sea
r =
(n+ h)p − (j + h)p − np + jp
p h(n− j)(n+ h+ j)
.
En consecuencia, si la ecuacio´n (7) es va´lida (siempre lo suponemos de ahora en adelante)
entonces e´sta equivale a
p h(n− j)(n+ h + j)r = jp, (8)
donde r es 1 solamente para p = 3. Luego, bajo la condicio´n de que r sea coprimo con h,
n − j y n + h + j, sigue que en el te´rmino de la izquierda en (8) hay 4 factores que son
p-potencias con p integra´ndose en uno solo de ellos. Se puede suponer que p nunca divide
a h porque este factor es intercambiable con n− j. En efecto, podemos escribir (7) como
(n′ + h′)p − n′p = (j + h′)p, donde n′ = j + h y h′ = n− j.
Cuando p divide a r se habla del Primer Caso del Teorema de Fermat. En esta situacio´n
es conocido que j, que por (8) debe ser mu´ltiplo de p, es en realidad mu´ltiplo de p3. Cuando
p no divide a r, Segundo Caso del Teorema, j es mu´ltiplo de p2. Estos hechos pueden ser
consultados en [1, Cap´ıtulo 6].
Cuando p > 3, para probar que r es coprimo con h, n−j y n+h+j, se debe tener idea
de la expresio´n polinomial expl´ıcita que lo define. Esta depende de los llamados polinomios
de Cauchy (ver [1, Cap´ıtulo 7]). Como la ecuacio´n (7) es va´lida se tiene que
jp = (n+ h)p − np − hp − ((j + h)p − jp − hp).
Sea Sp(X, Y ) = (X + Y )
p −Xp − Y p. Cuando p ≡ 1 (mod 6) vale que
Sp(X, Y ) = pXY (X + Y )(X
2 +XY + Y 2)2Cp(X, Y ),
donde el polinomio de Cauchy Cp(X, Y ) es
(p−7)/6∑
i=0
(
p−3
2
− i
2i
)
1
2i+ 1
U (p−7)/2−3iV 2i.
Cuando p ≡ 5 (mod 6) es
Sp(X, Y ) = pXY (X + Y )(X
2 +XY + Y 2)Cp(X, Y ),
con
Cp(X, Y ) =
(p−5)/6∑
i=0
(
p−3
2
− i
2i
)
1
2i+ 1
U (p−5)/2−3iV 2i,
donde U(X, Y ) = X2 +XY + Y 2 y V (X, Y ) = XY (X + Y ). Con esta notacio´n, es
r =
Sp(n, h)− Sp(j, h)
p h(n− j)(n+ h+ j)
.
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Se afirma que
r −
(n+ h)p − np − hp
p hn(n+ h)
=
Sp(n, h)− Sp(j, h)
p h(n− j)(n+ h+ j)
−
Sp(n, h)
p hn(n+ h)
(9)
es mu´ltiplo de j. En efecto, si hacemos la diferencia, por ejemplo para un p ≡ 1 (mod 6),
y escribimos (n− j)(n+ h+ j) como n(n + h)− j(j + h), queda
n(n+ h)Sp(n, h)− n(n+ h)Sp(j, h)− n(n + h)Sp(n, h) + j(j + h)Sp(n, h)
ph(n− j)(n+ h+ j)n(n+ h)
=
=
−n(n + h)Sp(j, h) + j(j + h)Sp(n, h)
ph(n− j)(n + h+ j)n(n+ h)
=
−
j(j + h)
(p−7)/6∑
i=0
(
p−3
2
− i
2i
)
1
2i+1
U(j, h)(p−3)/2−3iV (j, h)2i
(n− j)(n+ h + j))
+
j(j + h)
(p−7)/6∑
i=0
(
p−3
2
− i
2i
)
1
2i+1
U(n, h)(p−3)/2−3iV (n, h)2i
(n− j)(n+ h+ j)
.
La diferencia U(n, h)(p−3)/2−3iV (n, h)2i − U(j, h)(p−3)/2−3iV (j, h)2i se puede escribir como
U(n, h)(p−3)/2−3iV (n, h)2i − U(n, h)(p−3)/2−3iV (j, h)2i (10)
+ U(n, h)(p−3)/2−3iV (j, h)2i − U(j, h)(p−3)/2−3iV (j, h)2i. (11)
Para i 6= 0, en (10) la diferencia V (n, h)2i − V (j, h)2i es un mu´ltiplo de V (n, h) −
V (j, h) = h(n− j)(n+ h+ j). En (11), o bien para i = 0, la diferencia U(n, h)(p−3)/2−3i −
U(j, h)(p−3)/2−3i es un mu´ltiplo de U(n, h) − U(j, h) = n2 + nh + h2 − j2 − jh − h2 =
(n− j)(n+ h+ j). Para p > 3 y p ≡ 5 (mod 6) el ca´lculo es ana´logo. Esto demuestra que
la diferencia en (9) es un mu´ltiplo de j.
Luego, como todo factor primo de r lo es tambie´n de j, debe ser tambie´n factor de
Sp(n, h)
phn(n + h)
= (n2 + nh + h2)e Cp(n, h),
donde e es 1 o 2 segu´n la congruencia de p mo´dulo 6. Si se aplica la propiedad distributiva
en la definicio´n de Sp(n, h) se observa que el primer sumando de
Sp(n,h)
phn(n+h)
es U (p−3)/2 =
(n2+nh+h2)(p−3)/2, y los restantes sumandos son todos mu´ltiplos de V (n, h) = nh(n+h).
Por consiguiente, si ese factor primo de r lo fuera tambie´n de n, lo ser´ıa tambie´n de h, y
rec´ıprocamente. Igualmente, si fuera un factor de n+ h, tambie´n lo ser´ıa de n y de h, lo
que es imposible pues n y h son coprimos. Esto prueba que r es coprimo con n, h y n+h,
y por consiguiente tambie´n con n− j y n+ h+ j.
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De ahora en adelante suponemos que j es mu´ltiplo exacto de pt, con t > 1. Por (8)
vale que q j1j2s = j, y uno solo de esos factores es mu´ltiplo de p. Ma´s au´n, uno cualquiera
de ellos es coprimo con cualquiera de los otros porque sus p-potencias lo son. Entonces
tendremos que considerar tres casos ya que, como se ha probado antes, podemos suponer
que q nunca es mu´ltiplo de p, es decir, siempre vale qp = h.
Caso n+ h mu´ltiplo de p
Tenemos qp = h, jp1 = n− j, j
p
2 = p(n+h+ j) y s
p = r, donde j2 es mu´ltiplo exacto de
pt, por serlo j, y jp1 + h es mu´ltiplo de j2. Debido a la factorizacio´n de j
p
1 + q
p escribimos
j1 + q = x j2i (12)
jp1 + h
j1 + q
= z j2d,
donde j2i j2d = j2 . Como j
p
1 + h = n+ h+ j − 2j y n+ h+ j es mu´ltiplo exacto de p
pt−1,
se deduce que jp1 +h = j
p
1 + q
p es mu´ltiplo exacto de pt. Se concluye por un lado que j1+ q
es mu´ltiplo de p, pues j1 + q ≡ j
p
1 + q
p (mod p), y por otro que ni x ni z son mu´ltiplos de
p. Adema´s, MCD
(
j1 + q,
jp
1
+h
j1+q
)
= p, ya que
jp1 + h
j1 + q
= (j1 + q)Ap(j1, q)− pj1q
p−2 (13)
y tanto j1 como q son coprimos con j1 + q. Luego j2d es mu´ltiplo de p. La fo´rmula (13) se
ve inmediatamente si p = 3. Para p > 3 escribimos
jp1 + h
j1 + q
=
jp1 + q
p
j1 + q
=
(j1 + q)
p − Sp(j1, q)
j1 + q
= (j1 + q)
p−1 −
Sp(j1, q)
j1 + q
.
Si p > 7, en la expresio´n de Sp(j1,q)
j1+q
so´lo tenemos que considerar el primer sumando de
Cp(j1, q) porque los restantes son mu´ltiplos de j1 + q. Luego para todo p > 3 el te´rmino
que importa de Sp(j1,q)
j1+q
es
p q j1U(j1, q)
(p−3)/2 = p q j1(j1(j1 + q) + q
2)(p−3)/2
y esto prueba (13). Por lo tanto, j2d y x son coprimos.
Multiplicando ambos miembros de (12) por j2d y elevando a la potencia p queda
jp2d(j1 + q)
p = xpjp2 = px
pn + pxph+ pxpj.
Luego, como n es mu´ltiplo de j1, y h = q
p,
c∗j1 = px
ph− jp2dh = j
p
2d(j1 + q)
p − pxpn− pxpj − jp2dh,
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donde c∗ es un entero mu´ltiplo exacto de p (observar que c∗ no puede anularse porque
jp2d/p es coprimo con x
p). Tambie´n debe ser mu´ltiplo de h porque j1 es coprimo con h.
Entonces escribimos
c∗j1 = c j1h = px
ph− jp2dh.
Sigue que
c j1h+ c j1n = j
p
2d((j1 + q)
p − h− n)− p xpj.
Ahora
c j1h+ c j1n+ c j1j = j
p
2d((j1 + q)
p − h− n− j).
Es decir,
c j1
jp2
p
= jp2d
(
(j1 + q)
p −
jp2
p
)
,
y usando (12) y la igualdad jp2i j
p
2d = j
p
2 ,
c j1
jp2i
p
= xpjp2i −
jp2ij
p
2d
p
,
y finalmente queda
c j1 = px
p − jp2d.
Ahora hay que aplicar la misma cuenta del comienzo. Como x y j2d son coprimos, existen
dos enteros a y b, del miso signo y tambie´n coprimos, tales que
axp − bjp2d = 1. (14)
Con k = c j1, sigue que
k = pxp − jp2d = kax
p − kbjp2d. (15)
Vimos arriba que k 6= 0 y por lo tanto es mu´ltiplo de p, pues jp2d lo es. Se deduce que
xp(ka− p) = jp2d (kb− 1).
Los pare´ntesis no pueden anularse porque k es mu´ltiplo de p. Luego xp = k b − 1 y
jp2d = k a− p. Sustituyendo en la primera ecuacio´n de (15) queda
k = p (k b− 1)− k a+ p = p k b− k a, (16)
por lo que, usando (14),
1 = p b− a = axp − bjp2d.
De aqu´ı,
a (xp + 1) = b (jp2d + p).
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Como a y b son coprimos se deduce que a = jp2d + p y b = x
p + 1. Finalmente, usando
otra vez (14), se obtiene
1 = (jp2d + p)x
p − (xp + 1)jp2d = p x
p − jp2d = k
contradiccio´n con el hecho de que k es mu´ltiplo de p.
Caso n mu´ltiplo de p
En este caso es p(n − j) = jp1 , y j
p
2 − h es mu´ltiplo de j1. Con el mismo argumento
del caso anterior se deduce que tanto jp2 − h = j
p
2 − q
p como j1 son mu´ltiplos exactos de
pt. Por lo tanto j2 − q es mu´ltiplo de p. Ahora es (se usa la misma notacio´n para x y z
porque los casos son excluyentes)
j2 − q = x j1i (17)
jp2 − q
p
j2 − q
= z j1d,
donde j1i j1d = j1. Como en el caso anterior, vale que ni x ni z son mu´ltiplos de p.
Ana´logamente, la demostracio´n de que MCD
(
j2 − q,
jp
2
−qp
j2−q
)
= p es similar a la del caso
anterior. En efecto, ahora se escribe
jp2 − q
p
j2 − q
=
(j2 − q)
p − Sp(j2,−q)
j2 − q
= (j2 − q)
p−1 −
Sp(j2,−q)
j2 − q
,
y empleando los mismos argumentos que antes se prueba la fo´rmula
jp2 − q
p
j2 − q
= (j2 − q)Ap(j2, q) + p j2 q
p−2.
Entonces se concluye tambie´n aqu´ı que j1d y x son coprimos por una parte y que j1d es
mu´ltiplo de p por la otra.
Multiplicando ambos miembros de (17) por j1d y elevando a la potencia p se obtiene
jp1d (j2 − q)
p = xpjp1 = p x
p(n + h)− p xp j − p xph.
Luego, como n + h y j son mu´ltiplos de j2, y q
p = h,
c j2 = p x
ph− jp1d h = p x
p(n+ h)− p xpj − jp1d (j2 − q)
p − jp1d h.
Sigue que c no puede ser nulo porque jp1d/p es coprimo con x
p. S´ı es mu´ltiplo de h porque
j2 es coprimo con h. Queda
c j2 = p x
p(n + h)− p xpj − jp1d ((j2 − q)
p + h)
= p xp(n + h)− p xpj − jp1d ((j2 − q)
p + n+ h+ j − jp2 + h))
= (n+ h)(p xp − jp1d)− p x
pj − jp1d ((j2 − q)
p + j − jp2 + h)
= (nc j2)/h+ c j2 − p x
pj − jp1d ((j2 − q)
p + j − jp2 + h).
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Luego
n
cj2
h
= p xpj + jp1d ((j2 − q)
p + j − jp2 + h),
y
(n− j)
c j2
h
= jp1d ((j2 − q)
p + 2j − jp2 + h)
= jp1d ((j2 − q)
p − jp1/p).
Es decir,
jp1c j2
ph
= jp1d((j2 − q)
p − jp1/p).
Usando (17) y la igualdad jp1 = j
p
1i j
p
1d queda
c j2
h
= p xp − jp1d.
Ahora la cuenta sigue exactamente igual que en el caso anterior, llega´ndose as´ı a una
contradiccio´n.
Caso r mu´ltiplo de p
Ahora tenemos qp = h, jp1 = n− j, j
p
2 = n + h + j y s
p = p r. Como jp2 − h = j
p
2 − q
p
es mu´ltiplo de j1, por su factorizacio´n sigue que
j2 − q = x j1i (18)
jp2 − h
j2 − q
= z j1d,
donde j1ij1d = j1. En este caso vale que MCD
(
j2 − q,
jp
2
−qp
j2−q
)
= 1 ya que ahora p no
divide a j2 − q. En efecto, si j2 − q fuera mu´ltiplo de p tambie´n lo ser´ıa j
p
2 − h = n+ j, y
por lo tanto se obtendr´ıa la contradiccio´n de que n es tambie´n mu´ltiplo de p. Se deduce
que j1d y x son coprimos.
Multiplicando ambos miembros de (18) por j1d y elevando a la potencia p se obtiene
jp1d(j2 − q)
p = xpjp1 = x
p(n+ h)− xp j − xph.
Luego
c j2 = x
ph− jp1d h = x
p(n+ h)− xpj − jp1d(j2 − q)
p − jp1dh.
Como en el caso anterior, c no puede ser nulo porque jp1d es coprimo con x
p. S´ı es mu´ltiplo
de h porque j2 es coprimo con h. Queda
c j2 = x
p(n + h)− xpj − jp1d ((j2 − q)
p + h)
= xp(n + h)− xpj − jp1d ((j2 − q)
p + n + h+ j − jp2 + h))
= (n + h)(xp − jp1d)− x
pj − jp1d ((j2 − q)
p + j − jp2 + h)
= (nc j2)/h+ c j2 − x
pj − jp1d ((j2 − q)
p + j − jp2 + h).
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Luego
n
cj2
h
= xpj + jp1d ((j2 − q)
p + j − jp2 + h),
y
(n− j)
c j2
h
= jp1d ((j2 − q)
p + 2j − jp2 + h)
= jp1d ((j2 − q)
p − jp1).
Es decir,
jp1c j2
h
= jp1d ((j2 − q)
p − jp1).
Aplicando (18) y la igualdad jp1i j
p
1d = j
p
1 , queda
k :=
c j2
h
= xp − jp1d.
Hemos visto que que k 6= 0. Tambie´n k 6= 1 porque de lo contrario se contradice la
factorizacio´n de xp − jp1d. Pero s´ı existen enteros a y b, coprimos y del mismo signo, tales
que
a xp − b jp1d = 1. (19)
Sigue que
k = xp − jp1d = k a x
p − k b jp1d. (20)
Luego
xp(k a− 1) = jp1d(k b− 1).
Como xp y jp1d son coprimos debe valer que
xp = k b− 1 y jp1d = k a− 1.
Sustituyendo en (20),
k = (k b− 1)− (k a− 1) = k b− k a,
es decir, b− a = 1. Luego, por (19),
a xp − b jp1d = b− a,
o sea
a (xp + 1) = b (jp1d + 1),
por lo que a = jp1d + 1 y b = x
p + 1, y finalmente, sustituyendo en (19),
1 = (jp1d + 1)x
p − (xp + 1)jp1d = x
p − jp1d = k,
contradiccio´n una vez ma´s. El teorema queda as´ı demostrado.
[1] Paulo Ribenboim, Fermat’s Last Theorem for Amateurs, New York, Springer, 1999.
10
